Pr\'equantification de Certaines Vari\'et\'es de Poisson by Cuesta, F. Alcalde
ar
X
iv
:d
g-
ga
/9
40
70
11
v1
  2
1 
Ju
l 1
99
4
PRE´QUANTIFICATION DE CERTAINES
VARIE´TE´S DE POISSON
F. Alcalde Cuesta∗
Dpto. de Xeometria e Topoloxia, Universidade de Santiago
15706 Santiago de Compostela (Espagne)
Abstract
A surjective submersion pi :M → B carrying a field of simplectic structures
on the fibres is symplectic if this Poisson structure is minimal. A symplectic
submersion may be interpreted as a family of mechanical systems depending
on a parameter in B. We give some conditions to find a closed form which
represent the foliated form σ gluing the symplectic forms on the fibres. This is
the first step to prequantize all these systems at once. We will indeed exhibit an
integrality condition which does not depend on the closed form representing σ:
if the fibres are 1-connected and H3(B;Z) = 0, then there exists a S1-principal
fibre bundle with a connection whose curvature represents σ iff the group of
spherical periods of σ is a discrete subgroup of R.
The symplectic integration of a Poisson manifold (M,Λ) is a symplectic
groupoid (Γ, η) with 1-connected fibres such that the space of units with the
induced Poisson structure is isomorphic to (M,Λ). This notion was introduced
by A. Weinstein in order to quantize Poisson manifolds by quantizing their
symplectic integration. We show that if the symplectic integration is prequan-
tizable, then there exists a unique prequantization which is trivial over M .
Such a prequantization is a central extension of Γ by S1. We show that the
symplectic integration of a minimal Poisson manifold is prequantizable iff the
group of spherical periods is discrete. Moreover we prove that a totally aspher-
ical Poisson manifold (any vanishing cycle is trivial and the pi2 of the leaves is
zero) is prequantized in the sense of Weinstein by a trivial fibre bundle.
1 Introduction
Un fibre´ localement trivial pi : M → B est symplectique [6] si le groupe des
diffe´omorphismes de la fibre F admet une re´duction au groupe des symplectomor-
phismes d’une structure symplectique σF sur F . Un tel fibre´ peut eˆtre interpre´te´
∗Recherche partiellement supporte´e par D.G.I.C.Y.T. Espagne (Proyecto PB90-0765) et Xunta
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comme une famille de syste`mes me´caniques qui de´pend d’un parame`tre dans B. Il
est naturel de s’inte´resser a` la pre´quantification globale de ces syste`mes. On cherche a`
construire un S1-fibre´ principal q : E →M muni d’une connexion θ dont la courbure
ω soit une extension ferme´e des formes symplectiques des fibres. Dans [6], on exhibe
un crite`re d’existence de telles extensions et l’on de´montre que ce crite`re est effective-
ment ve´rifie´ si B et F sont connexes et simplement connexes. Dans ces conditions,
pour qu’il existe une pre´quantification globale, il faut et il suffit que le groupe des
pe´riodes de σF soit un sous-groupe discret de R. C’est la condition d’inte´grabilite´ qui
caracte´rise l’existence d’une pre´quantification de F (cf. [11] et [13]).
Les fibres de pi de´finissent un feuilletage F et leurs formes symplectiques se re-
collent en une forme feuillete´e symplectique σ. Le couple (F , σ) de´termine donc une
structure de Poisson Λ sur M . Dans §3.1, on montrera que Λ est minimale au sens de
[4]. D’autre part, les obstructions de [4] et [14] a` l’existence d’un repre´sentant ferme´
de σ permettront de reformuler la condition de [6] (voir §3.2).
Cette remarque situe la pre´quantification des fibre´s symplectiques dans le cadre
ge´ne´ral de la quantification ge´ome´trique des varie´te´s de Poisson. On connait des
diffe´rents proce´de´s:
1) celui de I. Vaisman dans [15] en termes de fibre´s en droites complexes et de´rivations
contravariantes;
2) le programme de quantification de A. Weinstein ([16]): on re´alise la varie´te´ de
Poisson (M,Λ) comme l’espace des unite´s d’un groupo¨ıde symplectique (Γ, η) a` fibres
connexes et simplement connexes, que l’on appelle inte´gration symplectique, puis on
quantifie (M,Λ) en quantifiant (Γ, η);
3) la version infinite´simale de J. Huebschmann dans [9].
La pre´quantification des fibre´s symplectiques sugge`re une approche directe dans
la premie`re e´tape de la quantification des varie´te´s de Poisson: le recollement des
pre´quantifications des feuilles symplectiques. Soit Λ = (F , σ) une structure de Poisson
re´gulie`re sur une varie´te´ M . Une pre´quantification de (M,Λ) est la donne´e d’un S1-
fibre´ principal q : E → M et d’une connexion θ dont la courbure ω repre´sente
la forme feuillete´e symplectique σ. Les obstructions de [4] et [14] sont encore des
obstructions a` la pre´quantification. En particulier, la varie´te´ de Poisson (M,Λ) doit
eˆtre minimale. Par ailleurs, si l’on fixe un repre´sentant ferme´ ω de σ, l’existence
d’une pre´quantification est caracte´rise´e par les pe´riodes de ω. Mais, meˆme dans le
cas des fibre´s symplectiques, la condition d’inte´grabilite´ ne restera pas valable si l’on
change de repre´sentant ferme´. On est donc amene´ a` de´finir et utiliser des pe´riodes
(sphe´riques) de σ qui ne de´pendent pas du choix de repre´sentant ferme´.
Toute sphe`re pointe´e contenue dans une feuille de F peut eˆtre pousse´e dans le
feuilles voisines. Par inte´gration de σ sur ces sphe`res, on obtient une fonction d’aire
sur une transversale. Ces fonctions d’aire de´finissent un sous-groupo¨ıde Per(σ) de
M ×R appele´ le groupo¨ıde des pe´riodes sphe´riques [3] de σ. Si l’on oublie les points
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base, ces pe´riodes engendrent un sous-groupe P de R que l’on appelera le groupe
des pe´riodes sphe´riques de σ. Ce groupe jouera le roˆle du groupe des pe´riodes dans
la condition d’integrabilite´. Mais la construction d’une pre´quantification exige aussi
l’annulation des obstruction cohomologiques: c’est une condition ne´cessaire pour le
recollement des pre´quantifications des feuilles. Pour cela, il faut disposer au pre´alable
de re´sultats cohomologiques analogues a` ceux de [6] pour les fibre´s.
Les re´sultats de [3] sur la structure cohomologique des submersions surjectives
(que l’on rappelera au §4.1) vont permettre d’e´te´ndre les re´sultats de [6]. Ainsi, on
de´montrera au §4.2 un crite`re d’existence de repre´sentants ferme´s. Une submersion
surjective pi : M → B munie d’une forme feuillete´e symplectique σ est symplectique si
la structure de Poisson correspondante est minimale. Dans ce contexte, on obtiendra
la condition de pre´quantification suivante:
The´ore`me 1 Soit pi : M → B une submersion symplectique dont les fibres sont
connexes et simplement connexes etH3(B;Z) = 0. Alors, la submersion symplectique
est pre´quantifiable si, et seulement si, P est un sous-groupe discret de R.
Les conditions du the´ore`me 1 entraˆınent l’annulation des obstructions (voir §5.2).
Si P est de plus un sous-groupe discret de R, il est possible d’inte`grer σ en un cocycle
surM a` valeurs dansR/P (voir §5.3). En fait, ce proce´de´ d’inte´gration cohomologique
fournira un bon repre´sentant ferme´ de σ dont le groupe des pe´riodes est e´gal a` P.
Dans le cas ge´ne´ral des feuilletages, les re´sultats cohomologiques de [3] ne restent
pas valables: la cohomologie d’un feuilletage en droites irrationnelles du tore T 2
n’est pas triviale (voir [8]), bien que les feuilles sont contractiles. Donc la preuve du
the´ore`me 1 pousse jusqu’au bout la de´marche de pre´quantification de [6]. Ne´anmoins,
le passage a` l’inte´gration symplectique rame`nera l’e´tude cohomologique (et donc le
proble`me de la pre´quantification) des varie´te´s de Poisson re´gulie`res au cas des submer-
sions a` fibres connexes et simplement connexes. D’autre part, l’emploi de l’inte´gration
symplectique permet de reformuler le proble`me de la pre´quantification: on cherche a`
construire une extension centrale d’un groupo¨ıde symplectique (cf. [18]). Il s’agit de
ge´ne´raliser les re´sultats de [13] sur les extensions centrales de groupes.
Soit (M,Λ) une varie´te´ de Poisson inte´grable. Une pre´quantification au sens de
Weinstein de (M,Λ) est une pre´quantification q : (E, θ) → (Γ, η) de son inte´gration
symplectique. Puisque M est une sous-varie´te´ lagrangienne de Γ, ce fibre´ induit un
fibre´ plat au-dessus de M . Si l’holonomie de la connexion induite est triviale, celle-ci
trivialise le fibre´ induit et l’on dira que la pre´quantification est triviale en restriction
a` M . Dans §6.1, on prouvera le the´ore`me suivant:
The´ore`me 2 Soit (M,Λ) une varie´te´ de Poisson pre´quantifiable au sens de Wein-
stein. Alors, il existe une unique pre´quantification q : (E, θ) → (Γ, η) triviale en
restriction a` l’espace des unite´s M . En outre, l’espace total E est muni d’une struc-
ture canonique de groupo¨ıde de Lie qui en fait une extension de Γ par S1.
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Le the´ore`me 2 a e´te´ de´montre´e dans [18] pour les groupo¨ıdes symplectiques lo-
calement triviaux.
D’apre`s [4], une varie´te´ de Poisson minimale est toujours inte´grable. Dans §6.3,
on obtiendra la condition d’inte´grabilite´ suivante:
The´ore`me 3 Soit Λ = (F , σ) une structure de Poisson minimale sur une varie´te´
M dont tout cycle e´vanouissant de F est trivial. La varie´te´ de Poisson (M,Λ) est
pre´quantifiable au sens de Weinstein si, et seulement si, le groupe P des pe´riodes
sphe´riques de σ est un sous-groupe discret de R.
Une structure de Poisson re´gulie`re Λ = (F , σ) est totalement asphe´rique [4] si tout
cycle e´vanouissant de F est trivial et le pi2 des feuilles est nul. Dans ce cas, le groupe
P est nul et l’on aura le the´ore`me suivant:
The´ore`me 4 Si (M,Λ) est une varie´te´ de Poisson totalement asphe´rique, alors
(M,Λ) est pre´quantifie´e au sens de Weinstein par un fibre´ trivial en cercles.
Exemples 5 Soit Λ = (F , σ) une structure de Poisson sur une varie´te´ compacte M
de dimension 3. Si F est transversalement orientable, d’apre`s le the´ore`me de stabilite´
de Reeb et le the´ore`me de Novikov, il y a trois cas possibles:
1) F est totalement asphe´rique et donc (M,Λ) est pre´quantifiable au sens deWeinstein
d’apre`s le the´ore`me 4;
2) F est la fibration triviale en sphe`res. Pour que cette fibration soit symplectique, il
faut et il suffit que la fonction d’aire p = −
∫
S2 σ soit constante. Une telle fibration est
toujours pre´quantifie´e par un fibre´ principal de groupe R/pZ. L’espace total est e´gal
a` S3×S1 et la longeur des fibres est e´gale a` p. D’habitude, on cherche a` pre´quantifier
par un fibre´ principal de groupe R/2pih¯Z, ou` 2pih¯ est la constante de Planck. La
condition de pre´quantification s’e´crit p = 2pih¯n, ou` n ∈ Z; autrement dit, s = p/4pi
doit eˆtre e´gal a` h¯n/2 (cf. [11]). Alors, on obtient une pre´quantification par fusion
[11].
Par ailleurs, (M,Λ) = (S2, σ)× (S1, 0) est inte´gre´e par le groupo¨ıde symplectique
(S2, σ)× (S2,−σ)× (T ∗(S1),−dx ∧ dy) qui est aussi pre´quantifiable.
3) F posse`de une composante de Reeb qui supporte un cycle e´vanouissant non trivial
et dans ce cas aucune structure de Poisson Λ n’est inte´grable d’apre`s [7].
2 Varie´te´s de Poisson re´gulie`res
2.1 Formes feuillete´es symplectiques
Soit (M,F) une varie´te´ feuillete´e re´gulie`re. Soient (Ω∗(M), d) le complexe de De
Rham et (Ω∗(M,F), d) le sous-complexe des formes relatives qui s’annulent sur les
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feuilles de F . Le complexe quotient (Ω∗(F), dF) est le complexe des formes feuillete´es
et sa cohomologie H∗(F) est la cohomologie feuillete´e de (M,F).
Soit ν∗F le fibre´ conormal dont les sections sont les 1-formes relatives. Le choix
d’un supple´mentaire NF de TF de´finit une de´composition T ∗M = ν∗F ⊕ T ∗F qui
induit des de´compositions Ωr(M) =
⊕
p+q=r Ω
p,q(M) et d = d0,1 + d1,0 + d2,−1.
Si l’on conside`re Ωr(M) comme un module filtre´ de degre´ filtrant p, on obtient
la suite espectrale de Leray-Serre Ep,q2 ⇒ H
p+q(M) dont la diffe´rentielle d’ordre r
sera note´e dr. La projection du complexe de De Rham sur le complexe des formes
feuillete´es se restreint en un isomorphisme de complexes (Ω0,∗(M), d0,1) ∼= (Ω
∗(F), dF)
et donc le terme E0,q1
∼= Hq(F).
Une 2-forme feuillete´e σ ∈ Ω2(F) est dite symplectique si dFσ = 0 et
∧k σ est non
nulle en tout point de M ou` dimF = 2k. D’apre`s [4], une telle forme feuillete´e de´finit
une structure de Poisson re´gulie`re Λ sur M dont le feuilletage caracte´ristique est F .
2.2 Invariants cohomologiques
A la structure de Poisson re´gulie`re Λ = (F , σ), on associe les e´le´ments [σ] =
[ω] ∈ E0,21 et d1[σ] = [d1,0ω] ∈ E
1,2
1 de la suite spectrale de Leray-Serre, ou` ω est un
repre´sentant pur de type (0, 2) de σ.
Si σ posse`de un repre´sentant pur ω tel que d1,0ω = 0, la forme volume des feuilles
v = ∧kω ve´rifie aussi d1,0v = 0 et il existe une me´trique riemannienne pour laquelle
les feuilles de F sont des sous-varie´te´s minimales. On dit que Λ est minimale [4].
Le proce´de´ de purification de [12] (dont la preuve de la proposition 3.2 sera un cas
particulier) permet de montrer la proposition suivante:
Proposition 2.1 ([4]) Une structure de Poisson re´gulie`re Λ est minimale si, et
seulement si, la classe d1[σ] est nulle. ✷
Si d1[σ] = 0, on associe a` Λ des nouvelles classes [σ] ∈ E
0,2
2 et d2[σ] ∈ E
2,1
2 . Si
d2[σ] = 0, on a des classes [σ] ∈ E
0,2
3 et d3[σ] ∈ E
3,0
3 . En fait, d’apre`s la proposition 2.1,
les classes d2[σ] et d3[σ] appartiennent aux termes E
2,1
1 et E
3,0
2 (cf. §3.2).
Proposition 2.2 ([4],[14]) Une structure de Poisson re´gulie`re Λ est pre´symplectique
(i.e. σ posse`de un repre´sentant ferme´ ω) si, et seulement si, les classes d1[σ], d2[σ]
et d3[σ] sont nulles. ✷
3 Fibre´s symplectiques
Soit pi : M → B un fibre´ symplectique. Dans ce paragraphe, on ve´rifiera que la
structure de Poisson associe´e Λ = (F , σ) est minimale. Puis on retrouvera le the´ore`me
suivant a` l’aide des autres obstructions d2[σ] et d3[σ]:
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The´ore`me 3.1 ([6]) Si la fibre F et la base B du fibre´ symplectique sont simplement
connexes, alors σ posse`de un repre´sentant ferme´.
L’annulation de la classe d2[σ] est une conse´quence de l’hypothe`se sur la fibre F .
Par ailleurs, l’ingre´dient fondamental de la preuve du the´ore`me 3.1 consiste a` montrer
que le morphisme de restriction H2(M)→ H2(F ) est surjectif. Pour cela, on prouve
dans [6] que le cobord de la suite exacte d’homotopie ∂∗ : pi3(B)→ pi2(F ) est d’ordre
fini. On se propose d’utiliser ce fait pour montrer que la classe d3[σ] est aussi nulle.
3.1 Minimalite´ des fibre´s symplectiques
Soit ω un repre´sentant pur de type (0, 2) de σ pour le choix d’un supple´mentaire
de TF . On va de´montrer que la premie`re obstruction d1[σ] = [d1,0ω] a` l’existence
d’un repre´sentant ferme´ est toujours nulle:
Proposition 3.2 La structure de Poisson Λ est minimale.
De´monstration Soient {Ui} un recouvrement de B forme´ d’ouverts qui trivialisent
pi et ϕi : pi
−1(Ui) → Ui × F les cartes de trivialite´ locale. Soit p2 : Ui × F → F
la projection. Si {ρi} est une partition de l’unite´ subordonne´e, alors la 2-forme
µ =
∑
pi∗(ρi)(p2 ◦ ϕi)
∗(σF ) repre´sente la 2-forme feuillete´e σ. Pour tout couple X1 et
X2 de champs tangents a` F , cette forme ve´rifie
iX1iX2dµ = 0 (3.1.1)
Puisque la 2-forme µ est non de´ge´ne´re´e sur le fibre´ vertical TF , le sous-fibre´ horizontal
{ Y ∈ TM / iY µ |TF= 0 } est un supple´mentaire de TF . Pour la de´composition
correspondante, la composante de type (1, 1) est nulle et donc µ = µ0,2+µ2,0. Si l’on
pose ω = µ0,2, ce nouveau repre´sentant ve´rifie d1,0ω = 0 d’apre`s (3.1.1). ✷
3.2 Obstructions a` l’existence d’un repre´sentant ferme´
La 3-forme pure dω = d2,−1ω de type (2, 1) repre´sente la deuxie`me obstruction
d2[σ] ∈ E
2,1
1 . Puisque la fibre F est simplement connexe, ce terme est nul d’apre`s [4]
(voir aussi le corollaire 4.2). Donc d2,−1ω posse`de une d0,1-primitive η de type (2, 0).
Si l’on de´signe encore par ω le nouveau repre´sentant ω − η de σ, alors la 3-forme
dω = d1,0η est basique, c’est-a`-dire dω se projette en une 3-forme ferme´e ζ sur B.
Proposition 3.3 Si la fibre F et la base B sont simplement connexes, alors la
troisie`me obstruction [ζ ] ∈ H3(B) est nulle.
De´monstration On conside`re le diagramme commutatif suivant:
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✲✲
❄ ❄
pi3(B) pi2(F )
∂∗
d3H3(B) H2(F )
H3 H2
Puisque F est simplement connexe, le morphisme de Hurewicz H2 est un isomor-
phisme et le morphisme d3 est la transgression de la suite spectrale d’homologie [10].
Si B es simplement connexe, alors le morphisme de Hurewicz H3 est surjectif. D’autre
part, puisque le cobord ∂∗ est d’ordre fini d’apre`s [6], il en est de meˆme pour la trans-
gression d3. Donc le morphisme
[z] ∈ H3(B)
d37−→ [zF ] ∈ H2(F ) 7−→
∫
zF
σF ∈ R
est nul. D’apre`s la de´finition de transgression, le 2-cycle zF de F est le bord d’une
3-chaˆıne z˜ de M qui se projette sur le 3-cycle z de B. Alors, toute pe´riode∫
z
ζ =
∫
z˜
dω =
∫
zF
ω =
∫
zF
σF
est nulle; d’ou` la proposition. ✷
4 Structure cohomologique des submersions
4.1 The´ore`me fondamental
On commence par le rappel d’un the´ore`me de [3] sur la cohomologie d’une sub-
mersion surjective pi : M → B:
The´ore`me 4.1 Soit Q le faisceau image re´ciproque d’un faisceau Q0 de base B. Si
les fibres Fb sont connexes et H
q(Fb;Q) = 0 en degre´ q < r, alors
i) pi∗ : Hq(B;Q0)→ H
q(M ;Q) est isomorphisme en degre´ q < r;
ii) la suite 0→ Hr(B;Q0)
pi∗
−→ Hr(M ;Q)
ρ
−→
∏
b∈B H
r(Fb;Q) est exacte. ✷
Soit F le feuilletage de´fini par pi. Le faisceau φp des germes de p-formes basiques
est l’image re´ciproque du faisceau mou Ω∼
p
(B) des germes de p-formes sur B. D’apre`s
[14], on sait que Hq(M ;φp) ∼= E
p,q
1 et l’on obtient le corollaire suivant:
Corollaire 4.2 Dans les conditions du the´ore`me 4.1, le terme Ep,q1 = 0 pour tout
0 < q < r et le morphisme de restriction ρ : Ep,r1 −→
∏
b∈B H
r(Fb;φ
p) est injectif. ✷
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4.2 Existence de repre´sentants ferme´s
Le the´ore`me 4.1 permet de de´montrer un crite`re d’existence de repre´sentants
ferme´s qui ge´ne´ralise le the´ore`me 1 de [6]:
The´ore`me 4.3 Soit pi : M → B une submersion surjective dont les fibres sont con-
nexes et cohomologiquement triviales en de´gre´ q < r. Une r-forme feuillete´e ferme´e σ
posse`de un repre´sentant ferme´ si, et seulement si, il existe une classe de cohomologie
de De Rham dont la restriction a` chaque fibre Fb est e´gale a` la restriction de la classe
[σ] ∈ Hr(F).
De´monstration On conside`re le diagramme de restriction:
❅❅❘
✲
  ✠
Hr(M) Hr(F)
∏
b∈B H
r(Fb)
ρ ρF
Soit [µ] ∈ Hr(M) une classe telle que ρ([µ]) = ρF([σ]). Si l’on note µ la classe
feuillete´e de µ, alors on a ρF ([σ− µ]) = 0. Or, d’apre`s le corollaire 4.2, le morphisme
ρF est injectif et donc la classe [σ−µ] = 0. Soit χ un repre´sentant de la dF -primitive
de σ − µ. Alors, ω = µ+ dχ est un repre´sentant ferme´ de σ; d’ou` le the´ore`me. ✷
L’exemple suivant montre que la trivialite´ cohomologique des fibres est essentielle
dans la preuve du the´ore`me 4.3:
Exemple 4.4 Soit F le feuilletage de ∆ = D2× [0, 1]−{(0, 0)} de´fini par l’e´quation
dt = 0. C’est le mode`le des cycles e´vanouissants cohe´rents [7]. Le groupe
H2(F) = C∞(]0, 1])/C∞([0, 1])
n’est pas nul, bien que les fibres sont cohomologiquement triviales en degre´ 2. Pour
calculer la cohomologie feuillete´e, on de´compose ∆ en re´union de deux ouverts ∆1 =
D2×]0, 1] et ∆2 = (D
2−{0})× [0, 1] dont l’intersection sera note´e ∆0. Soient F1, F2
et F0 les feuilletages induits. On conside`re la suite exacte de Mayer-Vietoris
0→ H1(F)→ H1(F1)⊕H
1(F2)→ H
1(F0)→ H
2(F)→ H2(F1)⊕H
2(F2)→ . . .
Puisque les feuilles de F1 sont contractiles, le groupe H
q(F1) = 0 pour q ≥ 1. Par
ailleurs, (∆2,F2) se re´tracte par de´formation inte´grable sur le bord ∂∆2 = S
1× [0, 1]
muni de la fibration en cercles. Par inte´gration sur les fibres, il vient H1(F2) ∼=
C∞([0, 1]) et H2(F2) = 0. De meˆme, on a H
1(F0) ∼= C
∞(]0, 1]). D’ou` le calcul.
5 Submersions symplectiques
Soit pi : M → B une submersion symplectique, i.e. munie d’une forme feuillete´e
symplectique σ pour laquelle la structure de Poisson Λ = (F , σ) est minimale.
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5.1 Pe´riodes sphe´riques
Si N de´signe le poˆle nord, toute sphe`re tangente s : (S2, N)→ (Fb, x) est contenue
dans un ouvert produit U×V , ou` U est un voisinage de b dans B et V est un voisinage
de x dans la fibre Fb. On obtient ainsi une de´formation transverse
❅❘
✲
 ✠
U × S2 M
U
p1 pi
D
L’image re´ciproque D∗σ est une forme feuillete´e ferme´e qui est repre´sente´e par une
2-forme µ de type (0, 2) pour la trivialisation canonique de T (U×S2). Par inte´gration
sur les fibres de p1, on obtient une fonction diffe´rentiable −
∫
µ sur U . Les proprie´te´s de
−
∫
impliquent que celle-ci est inde´pendante de la trivialisation de T (U × S2). D’autre
part, −
∫
µ ne de´pend que des classes d’homotopie des sphe`res d’apre`s le the´ore`me de
Stokes. Ces fonctions d’aire de´finissent un sous-groupo¨ıde Per(σ) de B×R appele´ le
groupo¨ıde des pe´riodes sphe´riques de σ. Son image par la projection p2 : B×R→ R
engendre un sous-groupe P de R appele´ le groupe des pe´riodes sphe´riques de σ.
La 3-forme d1,0µ de type (1, 2) repre´sente l’image re´ciproque de d1[σ]. Les inte´grales
−
∫
d1,0µ = d(−
∫
µ) de´finissent un sous-groupo¨ıde Per1(σ) de T
∗B appele´ le groupo¨ıde
des pe´riodes sphe´riques de´rive´es de σ. Pour une construction ge´ne´rale, voir [3].
5.2 Submersions symplectiques
Le groupo¨ıde de´rive´ d’une submersion symplectique est e´videmment nul. Cette
condition va caracte´riser certaines submersions symplectiques:
Proposition 5.1 Soient pi : M → B une submersion surjective a` fibres simplement
connexes et σ une forme feuillete´e symplectique. Si le groupo¨ıde de´rive´ Per1(σ) est
nul, alors la submersion est symplectique. Si H3(B) est de plus nul, alors σ posse`de
un repre´sentant ferme´.
De´monstration Puisque le faisceau Ω∼
1
(B) est mou et les fibres Fb sont simplement
connexes, le morphisme de restriction
ρ : E1,21 = H
2(M ;φ1) −→
∏
b∈B H
2(Fb;φ
1)
est injectif d’apre`s le corollaire 4.2. Par ailleurs, l’annulation de Per1(σ) signifie que
les inte´grales d’un repre´sentant de d1[σ] sur les sphe`res tangentes aux fibres sont nulles.
Donc les restrictions de d1[σ] aux fibres sont nulles. Il s’ensuit que d1[σ] = 0 et donc
la submersion est symplectique. D’autre part, les conditions entraˆınent l’annulation
de E2,11 et E
3,0
2
∼= H3(B); d’ou` la deuxie`me affirmation. ✷
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5.3 La condition d’inte´grabilite´: de´monstration du the´ore`me
1
Soit pi : M → B une submersion symplectique a` fibres connexes et simplement
connexes telle que H3(B;Z) = 0. Pour de´montrer le the´ore`me 1, on supposera que
P est un sous-groupe discret de R et l’on proce´dera en deux e´tapes:
1) Inte´gration cohomologique: on montrera que la classe ”re´elle” [σ] ∈ H2(F) s’in-
te`gre en une classe ”entie`re” ν ∈ H2(M ;P). Le the´ore`me 4.1 rame`nera l’inte´gration
globale a` l’inte´gration fibre a` fibre.
2) Inte´gration diffe´rentiable: on ve´rifiera que la classe ν est repre´sente´e par un
cocycle sur M a` valeurs dans R/P qui de´finira la pre´quantification.
1) Le faisceau φ0 des germes de fonctions basiques est l’image re´cripoque du faisceau
C
∼
∞
(B) des germes de fonctions sur B. Soient Q et Q0 les quotients des faisceaux φ
0 et
C
∼
∞
(B) par les faisceaux constants de fibre P (que l’on notera de la meˆme fac¸on). Les
suites exactes correspondantes induisent des suites exactes longues de cohomologie
H2(B;P)
↓ pi∗
H2(M ;P)
i∗
0−→
i∗
−→
H2(B; C∼
∞
(B))
↓ pi∗
H2(M ;φ0)
j∗
0−→
j∗
−→
H2(B;Q0)
↓ pi∗
H2(M ;Q)
δ0−→
δ
−→
H3(B;P)
↓ pi∗
H3(M ;P)
(5.3.1)
On remarque que:
i) le groupe H2(M ;φ0) est isomorphe au groupe H2(F) d’apre`s [14];
ii) le cobord δ0 est un isomorphisme, car le faisceau C∼
∞
(B) est mou;
iii) le groupe H2(B;Q0) = 0, car H
3(B;P) = 0.
Les inclusions des fibres Fb dans M induisent des morphismes de restriction
✲
✲
H2(M ;P)
❄∏
b∈B H
2(Fb;P)
✲
✲
H2(M ;φ0) H2(M ;Q)
❄ ❄∏
b∈B H
2(Fb;φ
0)
∏
b∈B H
2(Fb;Q)
{i∗b}
i∗ j∗
{j∗b}
ρ ρ ρ (5.3.2)
et l’on a une factorisation
❅
❅❘
✲
  ✒
H2(Fb;P) H
2(Fb;φ
0)
H2(Fb)
h∗b k
∗
b
i∗b
(5.3.3)
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Par inte´gration de σ sur les sphe`res tangentes aux fibres (qui sont simplement
connexes), on obtient des classes ”entie`res”
νb ∈ Hom(pi2(Fb),P) = H
2(Fu;P)
qui inte`grent les classes ”re´elles” [σb] ∈ H
2(Fu), c’est-a`-dire h
∗
b(νb) = [σb]. On en
de´duit que ρ([σ]) = {i∗b(νb)} d’apre`s la factorisation (5.3.3) et donc
ρ(j∗([σ])) = {j∗b}(ρ(σ)) = {j
∗
b ◦i
∗
b(νb)} = 0
car le diagramme (5.3.2) est commutatif. Il s’ensuit que la classe j∗[σ] appartient au
groupe H2(B;Q0) qui est le noyau du morphisme ρ d’apre`s le the´ore`me 4.1. Or ce
groupe est nul et donc la classe j∗[σ] = 0. L’exactitude de la suite (5.3.1) implique
que la classe [σ] ∈ H2(F) se remonte en une classe ν ∈ H2(M ;P).
2) A la suite exacte de groupes 0→ P → R→ R/P → 0, on associe la suite exacte
de faisceaux de germes de fonctions
0 −→ P = C∼
∞
(M,P) −→ C∼
∞
(M) −→ C∼
∞
(M,R/P) −→ 0
Le faisceau C∼
∞
(M) e´tant mou, le cobord de la suite exacte longue de cohomologie
δ : H1(M ; C∼
∞
(M,R/P)) −→ H2(M ;P)
est un isomorphisme. La classe τ = δ−1ν est repre´sente´e par un cocycle sur M a`
valeurs dans R/P ∼= R/pZ. Ce cocycle de´finit un S1-fibre´ principal q : E → M . La
longeur des fibres est e´gale a` p (excepte´ le cas p = 0 ou` le fibre´ est trivial).
Le morphisme naturel h∗ : H2(M ;P) → H2(M) envoie ν sur la classe de Chern,
i.e. la classe de la courbure ω0 d’une connexion θ0 sur E. Puisque i
∗ν = [σ], la classe
feuillete´e ω0 de ω0 est cohomologue a` σ. Si χ est un repre´sentant d’une dF -primitive
de σ − ω0, la courbure ω = ω0 + dχ de la connexion θ = θ0 + q
∗χ repre´sente σ.
Re´ciproquement, soit q : E →M une pre´quantification munie d’une connexion de
courbure ω. Le groupe des pe´riodes Per(ω) est alors un sous-groupe discret de R.
Puisque ω repre´sente σ, P est un sous-groupe de Per(ω); d’ou` le the´ore`me 1. ✷
Remarque 5.2 Dans les conditions du the´ore`me 1, la forme feuillete´e symplec-
tique σ posse`de toujours des repre´sentants ferme´s d’apre`s la proposition 5.1. Mais
l’inte´gration cohomologique fournit un bon repre´sentant ferme´ dont le groupe des
pe´riodes est e´gal a` P. L’exemple suivant montre que cela n’est pas vrai en ge´ne´ral.
Soit pi : M = R2 × S2 × S2 → B = S2 × S2 la fibration triviale. Soient p1 et p2 les
projections de B = S2×S2 sur chacun des facteurs et ρ un nombre irrationnel. Si l’on
note v la forme volume canonique sur S2, la 2-forme ferme´e ω = dp∧dq+pi∗(p∗1v+ρp
∗
2v)
repre´sente une forme feuillete´e pour laquelle pi devient une fibration symplectique. Le
groupe P est nul, mais les pe´riodes sphe´riques de ω sont partout denses dans R.
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5.4 Exemples
1) Soit pi : M → B une submersion a` fibres connexes et simplement connexes munie
d’une forme feuillete´e symplectique σ. Si les fibres sont en outre asphe´riques, la classe
[σ] est nulle d’apre`s le corollaire 4.2. Il s’ensuit que la submersion est symplectique.
De plus, celle-ci est pre´quantifie´e par un fibre´ trivial en cercles.
2) SoitN le poˆle nord de la sphe`re S2. Soit F le feuilletage deM = S2×R−{N}×[0, 1]
de´fini par l’e´quation dt = 0. En multipliant la forme volume normalise´e de S2 par
une fonction positive convenable, on peut obtenir une forme volume des feuilles ω
dont la fonction d’aire −
∫
S2 ω ∈ C
∞(R− [0, 1]) est e´gale a` 1 si t < 0 et a` 2 si t > 1. La
forme feuillete´e correspondante σ de´finit une structure de submersion symplectique
sur M telle que P = Z. La suite spectrale de Cˇech (cf. [5]) attache´e au recouvrement
M1 = S
2×]−∞, 0[, M2 = S
2×]1,+∞[ et M3 = (S
2 − {N})×R permet de calculer
la cohomologie feuillete´e. En effet, le groupe H2(F) se re´duit au terme E0,22 de cette
suite spectrale. Si l’on note Fi le feuilletage induit sur Mi, il s’ensuit:
H2(F) = H2(F1)⊕H
2(F2)⊕H
2(F3) = H
2(F1)⊕H
2(F2)
ou` H2(F3) = 0 car les feuilles sont contractiles. Par inte´gration sur les fibres, il vient
H2(F) = C∞(]−∞, 0[)⊕ C∞(]1,+∞[) = C∞(R− [0, 1])
De manie`re analogue, on montre que H2(M ;Z) = Z ⊕ Z. L’image de la classe
ν = (1, 2) par le morphisme i∗ : H2(M ;Z) → H2(F) est la classe [σ] identifie´e a` la
fonction d’aire. En restriction a` chaque fibre, la pre´quantification globale induit la
fibration triviale si 0 ≤ t ≤ 1, les fibrations de Hopf S3 → S2 si t < 0 et RP 3 → S2
si t > 1.
3) Soit ρ un nombre irrationnel. On peut remplacer la fonction choisie dans l’exemple
2 de fac¸on a` obtenir une fonction d’aire e´gale a` 1 pour t < 0 et a` ρ pour t > 1. Dans
ce cas, P est un sous-groupe partout dense de R.
5.5 Quelques remarques sur la pre´quantification
i) Si l’on cherche a` pre´quantifier les submersions symplectiques par des fibre´s en droites
complexes, la condition d’inte´grabilite´ est plus restrictive: le groupe P doit eˆtre un
sous-groupe de Z (pour le choix de la longeur 1). Alors, le the´ore`me 1 fournit un
repre´sentant ferme´ ω de σ dont les pe´riodes sont entie`res. C’est le cas dans l’exemple
2 de §5.4. Si (L∗(M,Λ), ∂) est le complexe de Lichne´rowicz-Poisson (cf. [15]) et
# : (Ω∗(M), d)→ (L∗(M,Λ), ∂) est le morphisme de complexes induit par Λ, on a la
relation ω# = Λ. C’est un cas particulier de la condition de quantification de [15].
La notion de pre´quantification utilise´e dans ce travail est analogue a` celle de
[13]. Dans ce travail, on trouvera une bonne discussion sur les diffe´rentes notions de
pre´quantification dans le cas classique.
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iii) Si Per(σ) est un sous-groupo¨ıde de Lie plonge´ de B × R e´tale´ sur B, alors le
quotient G = B × R/Per(σ) est un groupo¨ıde de Lie. En proce´dant comme dans
[3], on construit un fibre´ principal de groupo¨ıde structural G muni d’une connexion
partielle de courbure σ. L’exemple 3 de §5.4 est ”pre´quantifiable” dans ce sens large.
6 Pre´quantification au sens de Weinstein
Le but de ce paragraphe est de montrer que l’emploi de l’inte´gration symplectique
est naturel si l’on cherche a` pre´quantifier les varie´te´s de Poisson. Tout d’abord, le
proble`me de la pre´quantification deviendra le proble`me de la construction d’extensions
centrales de groupo¨ıdes symplectiques (cf. [18]). On explicitera l’analogie avec les
re´sultats de [13] sur les extensions centrales de groupes. D’autre part, l’inte´gration
de Poisson [4] developpe le feuilletage caracte´ristique en une submersion surjective a`
fibres connexes et simplement connexes. Le passage a` cette inte´gration interme´diaire
rame`nera l’e´tude cohomologique des varie´te´s de Poisson re´gulie`res a` celle des sub-
mersions a` fibres connexes simplement connexes. En particulier, les obstructions
cohomologiques disparaˆıtront pour les varie´te´s de Poisson minimales.
6.1 Extensions de groupo¨ıdes symplectiques: de´monstration
du the´ore`me 2
Soit (M,Λ) une varie´te´ de Poisson pre´quantifiable au sens de Weinstein. On se
propose de de´montrer la premie`re partie du the´ore`me 2, a` savoir qu’il existe une seule
pre´quantification q : (E, θ) → (Γ, η) triviale en restriction a` l’espace des unite´s M .
Cela signifie que l’holonomie du fibre´ plat induit sur M est triviale. Les fibres de la
projection source α sont connexes et simplement connexes. D’apre`s le the´ore`me 4.1,
le morphisme α∗ : H1(M ;S1) → H1(Γ;S1) est un isomorphisme dont l’inverse est
induit par l’inclusion ε : M → Γ. Les pre´quantifications de (Γ, η) sont classifie´es par
H1(Γ;S1) ∼= Hom(pi1(Γ), S
1) (voir [13]) et donc par H1(M ;S1) ∼= Hom(pi1(M), S
1).
Une classe dans ce groupe est la diffe´rence des morphismes d’holonomie des fibre´s
plats induits par deux pre´quantifications. On en de´duit qu’une pre´quantification de
(Γ, η) triviale en restriction a` M est unique a` e´quivalence pre`s.
D’apre`s [18], l’espace total E est muni d’une structure canonique de groupo¨ıde de
Lie qui en fait une extension de Γ pas S1. Pour retrouver cette structure, on comple`te
l’inte´gration symplectique en un diagramme
❍❍❍❍❥
✲ ✲
✟✟✟✟✙
✟✟✟✙❄❄
M × S1 ΓE
M
p1
α̂ β̂ α
β
qi
(6.1.1)
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Soit HΓ l’alge`bre de Lie des champs hamiltoniens Xf◦α de´finis par
iXf◦αη = −α
∗df
ou` f ∈ C∞(M). C’est une sous-alge`bre de Lie de l’alge`bre de Lie LΓ des champs
invariants a` gauche X (cf. [2]) de´finis par iXη = −α
∗µ, ou` µ ∈ Ω1(M).
Soient Z le champ fondamental de l’action de S1 sur E et X˜f◦α le rele`vement
horizontal du champ hamiltonien Xf◦α. Les champs Yf◦α de´finis par
Yf ◦α = X˜f ◦α + q
∗(f ◦α)Z
ve´rifient:
i) Yf◦α est un champ invariant par l’action de S
1 qui se projette sur le champ Xf◦α;
ii) LYf◦αθ = 0;
iii) [Yf1◦α, Yf2◦α] = Y{f1,f2}◦α pour tout couple de fonctions f1, f2 ∈ C
∞(M).
Ces champs forment une sous-alge`bre de Lie HE de X(E). De fac¸on pre´cise, on
obtient une extension centrale
0 −→ R −→ HE
q∗
−→ HΓ −→ 0
A l’alge`bre de Lie HΓ des champs hamiltoniens Yf◦α, on associe le faisceau H˜Γ des
germes correspondants. C’est un faisceau de de´finition [2] du groupo¨ıde symplectique
(Γ, η). Le faisceau d’alge`bre de Lie H˜E associe´ a` l’extension ve´rifie:
1) H˜E se´pare les fibres de α̂ au sens de [2], car le faisceau d’alge`bre de Lie H˜Γ se´pare
celles de α;
2) les β̂-fibres sont les orbites transitives de l’action de H˜E car les β-fibres sont celles
de l’action de H˜Γ;
3) le flot d’un champ Yf◦α est forme´ de diffe´omorphismes locaux de´finis sur des ouverts
sature´s pour α̂.
D’apre`s [2], les flots des champs Yf◦α forment un pseudo-groupe qui de´finit une struc-
ture de groupo¨ıde de Lie sur E. La suite exacte (6.1.1) devient alors une extension
de Γ par S1.
Remarque 6.1 On dira qu’un champ X est une symme´trie infinite´simale de (Γ, η) si
LXη = 0. Un champ invariant a` gauche est une symme´trie infinite´simale si, et seule-
ment si, il est localement hamiltonien. Puisque l’alge`bre de symme´tries infinite´simales
HΓ engendre un faisceau de de´finition de Γ, on dira que Γ est un groupo¨ıde de
symme´tries de (Γ, η). D’autre part, soit J l’application qui, a` tout champ Xf◦α ∈ HΓ,
associe la fonction f ◦α ∈ C∞(Γ). C’est une application moment pour l’action a` droite
de Γ sur (Γ, η). Cela explicite l’analogie avec la construction d’extensions centrales
de groupes d’apre`s [13]. La description dans [18] du cocycle de l’extension (6.1.1)
pre´cise cette analogie.
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6.2 Inte´gration de Poisson
Soit Λ0 = (F0, σ0) une structure de Poisson re´gulie`re sur une varie´te´ M0 (ou` l’on
modifie les notations ci-dessus par l’adjonction d’un indice 0).
Le groupo¨ıde d’homotopie Π1(F0) de F0 est le quotient de l’espace des chemins
contenus dans les feuilles de F0 (muni de la topologie compact-ouvert C
∞) par la
relation d’homotopie dans les feuilles de F0. C’est un groupo¨ıde de Lie dont l’espace
totalM est se´pare´ si tout cycle e´vanouissant de F0 est trivial (cf. [4]). Les projections
source α0 et but β0 de´finissent un meˆme feuilletage image re´ciproque F de F0 dont
la trace sur M0 est e´gale a` F0.
La structure de Poisson Λ0 se rele`ve en une structure de Poisson Λ sur M qui en
fait un groupo¨ıde de Poisson au sens de [16] (voir [4]). Cette structure est de´termine´e
par le feuilletage F et la forme feuillete´ σ = α∗0σ0 − β
∗
0σ0.
Proposition 6.2 ([4]) Si la varie´te´ de Poisson (M0,Λ0) est minimale (resp. totale-
ment asphe´rique), alors l’inte´gration de Poisson (M,Λ) est pre´symplectique (resp.
exacte) et donc (M0,Λ0) est inte´grable.
De´monstration Les classes d1[σ], d2[σ] et d3[σ] appartiennent aux termes E
1,2
1 , E
2,1
2
et E3,03 de la suite spectrale de Leray-Serre de la paire (M,M0), car la forme feuillete´e
symplectique σ = α∗0σ0 − β
∗
0σ0 s’annule en restriction a` M0.
Si Λ0 est minimale, la classe d1[σ0] est nulle et donc il en est de meˆme pour la
classe d1[σ]. Puisque les fibres de α0 sont connexes et simplement connexes, la version
relative du corollaire 4.2 implique que les classes d2[σ] et d3[σ] sont aussi nulles. Bref,
σ posse`de un repre´sentant ferme´ ω.
Si Λ0 est totalement asphe´rique, les feuilles de F0 (et donc les fibres de α0) sont
asphe´riques. Dans ce cas, E0,21 = 0 d’apre`s la version relative du corollaire 4.2. En
particulier, la classe [σ] est nulle et donc σ posse`de un repre´sentant exact ω.
D’autre part, soit L la forme de Liouville du fibre´ conormal p : Γ = ν∗F → M .
La 2-forme η = p∗ω− dL est symplectique et le groupo¨ıde symplectique (Γ, η) re´alise
l’inte´gration symplectique de (M0,Λ0). ✷
Par ailleurs, l’e´criture de σ permet de de´crire leurs pe´riodes sphe´riques en termes
de celles de σ0:
Lemme 6.3 ([3]) Le groupo¨ıde Per(σ) est l’image re´ciproque par α0 et β0 du groupo¨ıde
Per(σ0) et donc P = P0. ✷
En proce´dant comme dans la preuve du the´ore`me 1 (voir aussi [3]), on de´montre
la condition de pre´quantification suivante:
The´ore`me 6.4 Soit (M0,Λ0) une varie´te´ de Poisson re´gulie`re dont tout cycle e´vanouis-
sant est trivial. L’inte´gration de Poisson (M,Λ) est pre´quantifiable si, et seulement
si, P0 est un sous-groupe discret de R. ✷
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Remarque 6.5 (1) La condition sur les cycles e´vanouissants de F0 implique que
l’inte´gration de Poisson est se´pare´e ce qui permet d’inte`grer la classe [σ].
(2) La pre´quatification de (M,Λ) est obtenue a` l’aide d’un cocycle dont la classe
ν inte`gre la classe [σ]. Puisque cette classe est relative, la classe ν est aussi rela-
tive et donc le S1-fibre´ principal induit au-dessus de M0 est trivial. D’autre part,
les pre´quantifications triviales en restriction a` M0 sont classifie´es par le groupe de
cohomologie relative H1(M,M0;S
1). Puisque les fibres de α0 sont connexes et sim-
plement connexes, ce groupe est nul d’apre`s la version relative du the´ore`me 4.1. Bref,
le the´ore`me 6.4 fournit la seule pre´quantification de (M,Λ) qui est triviale en restric-
tion a` M0.
(3) L’espace total E ne peut pas eˆtre muni d’une structure de groupo¨ıde, car les
champs hamiltoniens Xf◦α0 ne sont pas des symme´tries infinite´simales de (M,Λ).
Ne´anmoins, on retrouve la situation du the´ore`me 2 en restriction aux feuilles de F0.
6.3 De´monstration des the´ore`mes 3 et 4
Soit Λ0 = (F0, σ0) une structure de Poisson minimale sur une varie´te´ M0. Pour
de´montrer le the´ore`me 3, on suppose tout d’abord que P0 est un sous-groupe discret
de R. D’apre`s le the´ore`me 6.4, il existe une pre´quantification q : (E, θ)→ (M,ω) de
l’inte´gration de Poisson (M,Λ) qui est triviale en restriction a` M0.
D’autre part, le groupo¨ıde symplectique
(Γ, η) = (ν∗F , p∗ω − dL)
p
−→ (M,Λ) ✲✲
β0
α0 (M0,Λ0)
re´alise l’inte´gration symplectique de (M0,Λ0). La projection p induit un S
1-fibre´
principal q̂ : Ê → Γ qui est encore trivial en restriction a` M0 et l’on a le diagramme
suivant:
✲
✲
❄ ❄
Ê
Γ
p̂
p
M
E
qq̂
La courbure de la connexion releve´e p̂∗θ est e´gale a` p∗ω. Il s’ensuit que la courbure
de la connexion θ̂ = p̂∗θ − q̂∗L est e´gale a` la forme symplectique η = p∗ω − dL.
Puisque la restriction de L a`M0 est nulle, θ̂ induit la connexion canonique sur le fibre´
trivial au-dessus de M0. Bref, q̂ : (Ê, θ̂)→ (Γ, η) est une pre´quantification triviale en
restriction a` M0. D’apre`s le the´ore`me 2, l’espace total Ê est muni d’une structure de
groupo¨ıde de Lie qui en fait une extension de Γ par S1.
Re´ciproquement, si (Γ, η) est pre´quantifiable, le groupe des pe´riodes Per(η) est
un sous-groupe discret de R. Si ẑ est un 2-cycle de Γ et z est le 2-cycle projete´ de
M , alors la pe´riode
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∫
ẑ
η =
∫
ẑ
p∗ω − dL =
∫
z
ω
Puisque Γ = ν∗F se re´tracte par de´formation sur M , les groupes Per(η) et Per(ω)
sont e´gaux. D’autre part, P est un sous-groupe de Per(ω), car ω repre´sente σ. Il
s’ensuit que P est un sous-groupe discret de R. Enfin, le groupe P0 co¨ıncide avec le
groupe P d’apre`s le lemme 6.3, ce qui ache`ve la preuve du the´ore`me 3.
Pour de´montrer le the´ore`me 4, il suffit de remarquer que le re´presentant ω de
σ et la forme symplectique η = p∗ω − dL sont exactes pour une varie´te´ de Poisson
totalement asphe´rique. Dans ce cas, l’inte´gration symplectique (Γ, η) est pre´quantifie´e
par un fibre´ trivial en cercles.
6.4 Exemples
1) Un syste`me me´canique est la donne´e d’une varie´te´ symplectique (S, ωS) et d’une
fonction diffe´rentiable H : S ×R → R appele´e le hamiltonien du syste`me. D’apre`s
[1], on lui associe une structure cosymplectique sur M = S ×R de´finie par la 1-forme
ferme´e θ = dt et la 2-forme ferme´e ω = ωS + dH ∧ dt. C’est l’espace d’e´volution [11]
du syste`me me´canique. Pour que celui-ci soit pre´quantifiable, il faut et il suffit que le
groupe des pe´riodes de ω (qui co¨ıncide avec celui de ωS) soit discret.
2) Soit M une varie´te´ cosymplectique munie d’une 1-forme ferme´e θ et d’une 2-
forme ferme´e ω. Le feuilletage F de´fini par l’e´quation θ = 0 et la forme feuillete´e
σ repre´sente´e par ω de´finissent une structure de Poisson Λ sur M . Si le groupe
des pe´riodes Per(ω) est discret, la varie´te´ cosymplectique est pre´quantifiable. Pour
qu’elle soit pre´quantifiable au sens de Weinstein, il faut et il suffit que le groupe P des
pe´riodes sphe´riques de σ soit discret. Si l’on suppose que le champ de Reeb R (de´fini
par iRθ = 1 et iRω = 0) est complet, le passage au reveˆtement universel permet de
ve´rifier que P est e´gal au groupe des pe´riodes sphe´riques de ω.
On se propose d’exhiber un exemple de varie´te´ cosymplectique qui n’est pas
pre´quantifiable, mais qui l’est au sens de Weinstein.
3) Soit ρ un nombre irrationel. La forme symplectique dQ1 ∧ dQ2 + ρdq1 ∧ dq2 sur
(R4;Q1, Q2, q1.q2) passe au quotient en une forme symplectique ωS sur S = T
2 × T 2.
On conside`re la structure cosymplectique sur M = S ×R de´termine´e par la 1-forme
θ = dt et la 2-forme
ω = ωS + dH ∧ dt = dQ1 ∧ dQ2 + ρdq1 ∧ dq2 + dH ∧ dt
ou` l’on identifie abusivement la 2-forme ωS a` la 2-forme releve´e sur R
4. Le groupe
des pe´riodes Per(ω) est partout dense dans R et donc la varie´te´ cosymplectique ne
posse`de pas de pre´quantification.
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D’autre part, soit F le feuilletage horizontal de´fini par l’e´quation θ = 0. Le
groupo¨ıde d’homotopie Π1(F) est isomorphe au groupo¨ıde (voir [17])
T ∗(T 2)× T ∗(T 2)×R ✲✲
β0
α0 T 2 × T 2 ×R = M
Les projections source et but sont donne´es par
α0(P1, P2, Q1, Q2, p1, p2, q1, q2, t) = (Q1 +
1
2
P2, Q2 −
1
2
P1, q1 +
1
2ρ
p2, q2 −
1
2ρ
p1, t)
β0(P1, P2, Q1, Q2, p1, p2, q1, q2, t) = (Q1 −
1
2
P2, Q2 +
1
2
P1, q1 −
1
2ρ
p2, q2 +
1
2ρ
p1, t)
et le produit de deux e´le´ments composables
(P ′1, P
′
2, Q
′
1, Q
′
2, p
′
1, p
′
2, q
′
1, q
′
2, t
′) et (P1, P2, Q1, Q2, p1, p2, q1, q2, t)
est e´gal a`
(P ′1 + P1, P
′
2 + P2, Q1 −
1
2
P ′2, Q2 +
1
2
P ′1, p
′
1 + p1, p
′
2 + p2, q1 −
1
2ρ
p′2, q2 +
1
2ρ
p′1, t
′ + t)
La 2-forme ferme´e ω˜ = α∗0ω − β
∗
0ω s’e´crit
ω˜ = dP1 ∧ dQ1 + dP2 ∧ dQ2 + dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2 + α
∗
0(dH ∧ dt)− β
∗
0(dH ∧ dt)
= d(P1dQ1 + P2dQ2 + p1dq2 + p2dq2 + α
∗
0(Hdt)− β
∗
0(Hdt))
= d(L+ l + α∗0(Hdt)− β
∗
0(Hdt))
La 1-forme ferme´e θ˜ = dt et la 2-forme ferme´e ω˜ de´finissent un structure de groupo¨ıde
cosymplectique sur T ∗(T 2)× T ∗(T 2)×R. Le groupo¨ıde
Γ = T ∗(T 2)× T ∗(T 2)× T ∗(R)
p
−→ T ∗(T 2)× T ∗(T 2)×R ✲✲
β0
α0 T 2 × T 2 ×R = M
muni de la forme symplectique
η = p∗ω˜ − dr ∧ dt = d(L+ l + α∗(Hdt)− β∗(Hdt))− rdt) = dλ
re´alise l’inte´gration symplectique de la varie´te´ cosymplectique M , ou` l’on note α et β
les projections source et but. La varie´te´ cosymplectique M est pre´quantifie´e au sens
de Weinstein par le fibre´ trivial q̂ : Γ× S1 → Γ muni de la connexion dz + q̂∗λ, ou` dz
est la connexion canonique.
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